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Abstrak 
 
Metode transformasi diferensial merupakan salah satu metode pendekatan 
analitik yang cukup sederhana dan efektif dalam menyelesaikan sistem 
persamaan diferensial biasa linear dan tak linear. Pada penelitian ini, 
metode transformasi diferensial diterapkan untuk menentukan 
penyelesaian model Romeo-Juliet sebagai wakil sistem linear dan model 
Lotka-Volterra yang mewakili sistem tak linear. Menggunakan 
perbandingan dengan metode analitik dan metode numerik, hasil 
penelitian menunjukkan bahwa metode transformasi diferensial cukup 
akurat untuk selang di sekitar waktu awal (𝑡 = 0). Akan tetapi metode ini 
kurang akurat ketika selang waktu semakin meningkat. Dengan demikian, 
metode transformasi diferensial sangat cocok untuk mengamati perilaku 
variabel pada suatu model dalam jangka waktu yang relatif pendek.   
 
Kata Kunci: metode transformasi diferensial, model Romeo-Juliet, model 
Lotka-Volterra. 
PENDAHULUAN 
 
Pencarian penyelesaian sistem persamaan diferensial dalam sebuah model 
menjadi penting untuk memenuhi tujuan tertentu. Sistem persamaan diferensial 
biasa linear umumnya dapat diselesaikan menggunakan metode analitik atau 
langsung seperti metode Laplace. Namun, untuk sistem persamaan diferensial biasa 
taklinear, penyelesaian secara analitik tidak mudah dilakukan. Beberapa metode 
numerik seperti metode Runge Kutta dapat diaplikasikan untuk memperoleh 
penyelesaian secara numerik atau penyelesaian dalam bentuk tabel [2]. Selain 
metode numerik tersebut, dapat pula digunakan metode iteratif yang menghasilkan 
suatu pendekatan penyelesaian analitik yang berupa sebuah fungsi. 
Pada tahun 1986, Zhou memperkenalkan suatu metode yang dapat diterapkan 
untuk menyelesaikan persamaan diferensial baik linear maupun taklinear, yaitu 
metode transformasi diferensial. Metode yang menghasilkan pendekatan untuk 
penyelesaian analitik ini awalnya digunakan untuk menyelesaikan permasalahan 
nilai awal yang linear dan taklinear pada analisis sirkuit listrik [5]. Metode ini 
membangun sebuah teknik numerik semi-analitik dengan ide dasar deret Taylor 
untuk menghasilkan penyelesaian persamaan diferensial dalam bentuk polinom.  
Pada penelitian ini, metode transformasi diferensial akan digunakan untuk 
menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasa baik linear maupun tak linear. 
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Untuk sistem persamaan diferensial linear akan diambil model Romeo-Juliet 
sebagai contoh kasus. Sedangkan untuk contoh kasus penyelesaian sistem 
persamaan diferensial tak linear akan diambil model mangsa pemangsa Lotka-
Volterra. Pengambilan kedua model yang berasal dari permasalahan di alam nyata 
ini sangat berguna untuk keselarasan interpretasi penyelesaian model. Selanjutnya, 
keakuratan metode transformasi diferensial akan diamati dengan cara 
membandingkannya dengan penyelesaian analitik (untuk sistem linear) dan 
penyelesaian numerik (untuk sistem tak linear). 
 
 
METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL 
 
Transformasi diferensial merupakan suatu langkah iteratif untuk memperoleh 
penyelesaian analitik deret Taylor dari persamaan diferensial. Definisi dasar dari 
transformasi diferensial untuk fungsi yang memiliki turunan pada setiap titik di 
persekitaran domain 𝐷 sebagai berikut: 
 
𝑈(𝑘) =
1
𝑘!
[
𝑑𝑘𝑢(𝑥)
𝑑𝑥𝑘
]
𝑥=𝑥0
, 𝑘 = 0,1,2,3, …, (1) 
 
dengan 𝑢(𝑥)  merupakan fungsi asli dan 𝑈(𝑘)  merupakan fungsi transformasi. 
Suatu fungsi 𝑢 di 𝑥 dapat dinyatakan dalam bentuk deret Taylor, yaitu 
 
𝑢(𝑥) = ∑
1
𝑘!
[
𝑑𝑘𝑢(𝑥)
𝑑𝑥𝑘
]
𝑥=𝑥0
(𝑥 − 𝑥0)
𝑘∞
𝑘=0 . (2) 
 
Berdasarkan persamaan (1), maka persamaan (2) berubah menjadi 
 
𝑢(𝑥) = ∑ 𝑈(𝑘)(𝑥 − 𝑥0)
𝑘∞
𝑘=0 .  
 
Saat 𝑥0 = 0, diperoleh 
 
𝑢(𝑥) = ∑ 𝑈(𝑘)𝑥𝑘∞𝑘=0  (3) 
 
yang disebut sebagai invers transformasi diferensial. 
 
Terdapat beberapa teorema yang menunjukkan sifat operasi dasar metode 
transformasi diferensial [1]. Adapun teorema-teorema tersebut adalah sebagai 
berikut. 
 
Teorema 1 
Jika 𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥) ± ℎ(𝑥), maka 𝑌(𝑘) = 𝐺(𝑘) ± 𝐻(𝑘). 
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Teorema 2 
Jika 𝑦(𝑥) = 𝛼𝑔(𝑥), maka 𝑌(𝑘) = 𝛼𝐺(𝑘). 
 
Teorema 3 
Jika 𝑦(𝑥) =
𝑑𝑔(𝑥)
𝑑𝑥
, maka 𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)𝐺(𝑘 + 1). 
 
Teorema 4 
Jika 𝑦(𝑥) =
𝑑2𝑔(𝑥)
𝑑𝑥2
, maka 𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝐺(𝑘 + 2). 
 
Teorema 5 
Jika 𝑦(𝑥) =
𝑑𝑚𝑔(𝑥)
𝑑𝑥𝑚
, maka 𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)(𝑘 + 2) … (𝑘 + 𝑚)𝐺(𝑘 + 𝑚). 
 
Teorema 6 
Jika 𝑦(𝑥) = 1, maka 𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘) = {1,
0,
𝑘=0
𝑘≠0
}. 
 
Teorema 7 
Jika 𝑦(𝑥) = 𝑥, maka 𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 1) = {1,
0,
𝑘=1
𝑘≠1
}. 
 
Teorema 8 
Jika 𝑦(𝑥) = 𝑥𝑚, maka 𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 𝑚) = {1,
0,
𝑘=𝑚
𝑘≠𝑚
}. 
 
Teorema 9 
Jika 𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥), maka 𝑌(𝑘) = ∑ 𝐺(𝑚)𝐻(𝑘 − 𝑚)𝑘𝑚=0 . 
 
Teorema 10 
Jika 𝑦(𝑥) = 𝑒(𝜆𝑥), maka 𝑌(𝑘) =
𝜆𝑘
𝑘!
 , dengan 𝜆 adalah konstanta. 
 
 
METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL PADA SISTEM 
PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA LINEAR  
 Model yang digunakan untuk mewakili sistem persamaan diferensial linear 
adalah model Romeo – Juliet. Strogatz memodelkan hubungan cinta antara Romeo 
dan Juliet menggunakan dua variabel, yaitu 𝑅(𝑡) sebagai akumulasi cinta Romeo 
untuk Juliet pada waktu 𝑡 dan 𝐽(𝑡) sebagai akumulasi cinta Juliet terhadap Romeo 
(atau benci jika konstantanya negatif) pada waktu t [3]. Model sederhana linear dari 
cinta Romeo dan Juliet tersebut adalah sebagai berikut.  
 
    
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 𝑎𝑅 + 𝑏𝐽,  
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𝑑𝐽
𝑑𝑡
= 𝑐𝑅 + 𝑑𝐽. 
 
Nilai 𝑎  dan 𝑏  menentukan “gaya romantis” Romeo, sedangkan nilai 𝑐  dan 𝑑 
menentukan gaya Juliet. Selanjutnya, dipilih nilai 𝑎 > 0  dan 𝑏 > 0  yang 
menunjukkan perasaan cinta Romeo akan selalu bertambah terhadap Juliet. Di sisi 
lain, dipilih nilai 𝑐 < 0 dan 𝑑 > 0 yang menunjukkan jika semakin besar interaksi 
yang diberikan oleh Romeo maka perasaan cinta Juliet akan semakin berkurang 
terhadap Romeo.  
 Mengambil nilai 𝑎 = 0.6, 𝑏 = 0.8, 𝑐 = −0.01, 𝑑 = 0.4 , diperoleh sistem 
persamaan diferensial 
 
    
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 0.6𝑅 + 0.8𝐽  
 (4) 
    
𝑑𝐽
𝑑𝑡
= −0.01𝑅 + 0.4𝐽    
 
dengan memilih nilai 𝑹(𝟎) = 𝟏𝟎𝟎 dan 𝑱(𝟎) = 𝟓𝟎. 
 
 Sebagaimana umumnya sistem persamaan diferensial linear, penyelesaian 
Model Romeo-Juliet ini dapat ditentukan secara analitik menggunakan transformasi 
Laplace. Penyelesaian analitik tersebut dinyatakan dalam dua persamaan berikut. 
 
𝐽(𝑡) = (25 − 30√5)𝑒
1
50
(25+√5)𝑡 + (30√5 + 25)𝑒−
1
50
(25+√5)𝑡 
𝑅(𝑡) = −10(25 − 30√5)𝑒
1
50
(25+√5)𝑡 − 2(25 − 30√5)𝑒
1
50
(25+√5)𝑡√5
− 10(30√5 + 25)𝑒−
1
50
(−25+√5)𝑡 + 2(30√5 + 25)𝑒−
1
50
(−25+√5)𝑡√5 
 
 Menggunakan metode transformasi diferensial, sistem persamaan (4) dapat 
dituliskan menjadi  
 
𝑅(𝑘 + 1) =
1
(𝑘+1)
[0.6𝑅(𝑘) + 0.8𝐽(𝑘)],  
   𝐽(𝑘 + 1) =
1
(𝑘+1)
[−0.01𝑅(𝑘) + 0.4𝐽(𝑘)]. 
 
Substitusi nilai awal 𝑅(0) dan 𝐽(0) akan menghasilkan koefisien polinom hasil 
invers transformasi sesuai persamaan (3) sehingga diperoleh polinom berikut 
 
𝑅(𝑡) = 100 + 100𝑡 + 37.6𝑡2 + 8.4𝑡3 + 1.322933𝑡4 + ⋯        (6) 
 
𝐽(𝑡) = 50 + 19𝑡 + 3.36𝑡2 + 0.314667𝑡3 + 0.010467𝑡4 + ⋯   (7) 
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Polinom inilah yang merupakan pendekatan penyelesaian analitik sistem 
persamaan (4). 
 
 
METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL PADA SISTEM 
PERSAMAAN DIFERENSIAL TAK LINEAR  
 
Model yang digunakan untuk mewakili sistem persamaan diferensial tak 
linear adalah model dasar mangsa pemangsa Lotka-Volterra. Model Lotka-Volterra 
menggambarkan sistem interaksi dua spesies yang diperkenalkan secara terpisah 
oleh Alfred J. Lotka dan Vito Volterra sekitar tahun 1920. Interaksi yang 
memberikan pengaruh terhadap banyaknya populasi dua spesies tersebut adalah 
rantai makanan. Asumsi utama yang digunakan dalam model ini adalah hanya 
terdapat dua spesies yaitu mangsa (prey) dan pemangsa (predator), populasi 
mangsa akan menurun pada saat terjadinya interaksi mangsa dengan pemangsa dan 
populasi pemangsa akan meningkat pada saat terjadinya interaksi mangsa dan 
pemangsa [4]. 
Secara matematis, model Lotka-Volterra dinyatakan sebagai berikut: 
 
𝑑𝑥(𝑡)
𝑑𝑡
= 𝑥(𝑡)(𝑎 − 𝑏𝑦(𝑡))  
 (8) 
𝑑𝑦(𝑡)
𝑑𝑡
= −𝑦(𝑡)(𝑐 − 𝑑𝑥(𝑡))  
 
dengan 𝑥, 𝑦 > 0 dan konstanta 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0, serta  
𝑥 : banyaknya populasi mangsa pada waktu 𝑡 (satuan populasi),   
𝑦 : banyaknya populasi pemangsa pada waktu 𝑡 (satuan populasi),   
𝑎 : laju pertumbuhan populasi mangsa (satuan 1/waktu),   
𝑏   : tingkat interaksi antara populasi mangsa dengan populasi pemangsa yang 
berpengaruh terhadap populasi mangsa (satuan 1/(populasi.waktu)), 
𝑐  : laju kematian alami populasi pemangsa (satuan 1/waktu),  
𝑑   : tingkat interaksi antara populasi mangsa dengan populasi pemangsa yang 
berpengaruh terhadap populasi pemangsa (satuan 1/(populasi.waktu)). 
Selanjutnya, metode transformasi diferensial akan diaplikasikan untuk 
menentukan pendekatan penyelesaian analitik model Lotka-Volterra. Penyelesaian 
yang diperoleh akan menunjukkan banyaknya populasi mangsa dan pemangsa 
setelah terjadi interaksi di antara keduanya pada waktu tertentu.  
Sebagaimana pada sistem persamaan linear, sistem persamaan (8) dapat 
dituliskan menjadi dua fungsi transformasi sesuai Definisi 4, Teorema 1, Teorema 
2, Teorema 3, dan Teorema 9. Diperoleh 
 
𝑋(𝑘 + 1) =
1
(𝑘+1)
[𝑎𝑋(𝑘) − 𝑏 ∑ 𝑋(𝑚)𝑌(𝑘 − 𝑚)𝑘𝑚=0 ],  
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  𝑌(𝑘 + 1) =
1
(𝑘+1)
[−𝑐𝑌(𝑘) + 𝑑 ∑ 𝑋(𝑚)𝑌(𝑘 − 𝑚)𝑘𝑚=0 ]. 
  
Mengambil nilai awal 𝑥(0) = 14 , 𝑦(0) = 18, dan nilai parameter 𝑎 = 1, 
𝑏 = 1 , 𝑐 = 0.1 , dan 𝑑 = 1 , diperoleh pendekatan penyelesaian analitik sistem 
persamaan (8) berupa polinom berikut. 
 
𝑥(𝑡) = ∑ 𝑋(𝑘) 𝑡𝑘 = 14 − 238𝑡 + 271.6𝑡2 + 20191.31333𝑡3 + ⋯∞𝑘=0  (9) 
𝑦(𝑡) = ∑ 𝑌(𝑘) 𝑡𝑘 = 18 + 250.2𝑡 − 403.11𝑡2 − 20087.343𝑡3 + ⋯∞𝑘=0   (10) 
 
 
AKURASI METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL 
Untuk menilai keakuratan metode transformasi diferensial, akan 
dibandingkan antara grafik penyelesaian analitik hasil transformasi Laplace dan 
grafik pendekatan penyelesaian analitik hasil metode transformasi diferensial pada 
model Romeo-Juliet. Selanjutnya, akan dibandingkan  pula antara grafik 
pendekatan penyelesaian analitik hasil metode transformasi diferensial dan grafik 
penyelesaian built in Mathematica untuk model Lotka-Volterra. Kedua 
perbandingan grafik tersebut dapat dilihat pada Gambar 1 dan Gambar 2. 
 
 
Gambar 1  Grafik penyelesaian Model Romeo-Juliet dengan metode transformasi 
diferensial (MTD) dan transformasi Laplace 
 
          Berdasarkan Gambar 1, untuk selang waktu mula-mula atau ketika t di sekitar  
𝑡 = 0, grafik penyelesaian analitik (transformasi Laplace) hampir berimpit dengan 
grafik pendekatan penyelesaian analitik yang diperoleh menggunakan metode 
transformasi diferensial. Akan tetapi, seiring meningkatnya t terdapat 
penyimpangan cukup lebar yang mengindikasikan adanya galat. Penyimpangan ini 
cukup signifikan untuk grafik yang menyatakan akumulasi cinta Juliet,  𝐽(𝑡)  . 
Bahkan perilaku grafik hasil plot persamaan (6) ini berbeda nyata dengan grafik 
1 2 3 4 5
-1000
0
1000
2000
3000
t
R,J Akumulasi cinta Romeo (Laplace)         
Akumulasi cinta Juliet (Laplace) 
Akumulasi cinta Romeo (MTD) 
Akumulasi cinta Juliet (MTD) 
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penyelesaian analitiknya. Menurut grafik penyelesaian analitik, akumulasi cinta 
Juliet semakin menurun bahkan bernilai negatif. Hal ini berbeda dengan grafik hasil 
metode transformasi diferensial yang monoton naik. Di sisi lain, grafik yang 
diperoleh dari plot persamaan (7) memiliki perilaku yang mirip dengan 
penyelesaian analitiknya, yaitu monoton naik atau memiliki arti bahwa akumulasi 
cinta Romeo terus meningkat seiring bertambahnya t. 
 
 
 
 
Gambar 2  Grafik penyelesaian Model Lotka-Volterra dengan metode transformasi  
diferensial (MTD) dan metode numerik built-in Mathematica 
            
            Berdasarkan Gambar 2, untuk selang waktu mula-mula atau ketika t di 
sekitar  𝑡 = 0, grafik penyelesaian analitik (transformasi Laplace) hampir berimpit 
dengan grafik pendekatan penyelesaian analitik yang diperoleh menggunakan 
metode transformasi diferensial. Akan tetapi, seiring meningkatnya t terdapat 
penyimpangan cukup lebar yang mengindikasikan adanya galat. Hal ini serupa 
dengan kasus model Romeo-Juliet. Akan tetapi, penyimpangan pada model Lotka-
Volterra cukup signifikan baik untuk grafik yang menyatakan populasi pemangsa, 
maupun grafik yang menyatakan populasi mangsa. Hal ini mengindikasikan adanya 
galat yang relatif besar. Meskipun demikian, grafik persamaan (9) dan persamaan 
(10) ini memenuhi asumsi model Lotka-Volterra, yaitu populasi mangsa akan 
menurun pada saat terjadinya interaksi mangsa dengan pemangsa dan populasi 
pemangsa akan meningkat pada saat terjadinya interaksi mangsa dan pemangsa. 
 
 
SIMPULAN 
Metode transformasi diferensial dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem 
persamaan diferensial biasa linear dan tak linear. Metode ini menghasilkan polinom 
yang merupakan pendekatan penyelesaian analitik dengan proses yang cukup 
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
t
20
10
10
20
30
40
50
x
Populasi Pemangsa (Mathematica)         
Populasi Mangsa (Mathematica) 
Populasi Pemangsa (MTD) 
Populasi Mangsa (MTD) 
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sederhana. Dengan model Romeo-Juliet sebagai wakil sistem linear dan model 
Lotka-Volterra sebagai wakil sistem tak linear, metode trasnformasi diferensial 
dapat diamati keakuratannya. Mengambil perbandingan dengan metode analitik dan 
metode numerik dapat disimpulkan bahwa metode transformasi diferensial cukup 
akurat untuk selang waktu di sekitar  𝑡 = 0. Akan tetapi, metode ini kurang akurat 
untuk selang waktu yang semakin meningkat. Dengan demikian, metode 
transformasi diferensial sangat cocok digunakan untuk mengamati perilaku variabel 
pada suatu model dalam jangka waktu yang relatif pendek.    
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